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α,x(n) = cos(0.125πn)

β,x(n) = Re{ejnπ/12} + Im{ejnπ/18}

γ,x(n) = sin(π + 0.2n)

δ,x(n) = ejπn/16 cos(nπ/17)-./01
α,x(n) = cos(0.125πn)2�����0.125π = π/8&!��

cos
(π

8
n
)

= cos
(π

8
(n + 16)

)

)�!�'��*��x(n)�� ���������!���N = 16

β,x(n) = Re{ejnπ/12} + Im{ejnπ/18}3�) ������#�)����45������"*�������6��������!+ �)�"�# &
x(n) = cos(nπ/12) + sin(nπ/18)����)�������7�����+���������7�� ��N1 = 24&� +�������4����� ��N2 = 36$3� ��+7&)�������7����*��������7�� ��

N =
N1N2

gcd(N1, N2)
=

24 · 36

gcd(24, 36)
=

864

12
= 72

γ,x(n) = sin(π + 0.2n)%�� ��� ��)�!�'��*�������������!�&��4��� ������6�� �8��6���������(����N&�4����+���
sin(π + 0.2n) = sin(π + 0.2(n + N))9�� "��)�)���)���� ���� ���������!����������2π$:2���&)�����)��0.2N��4��� ��� ��4 ��!4������''��'"������2π$;�����&����������*��7π�� ��"��)��7&�� ��"�5��!��������(����N&�4����+��� ����')*�6����)����)��$2���4 #7)�!�'��*�������� �� ���������!�$ <



δ,x(n) = ejπn/16 cos(nπ/17)3�) ������#�)����45������(� ��� ��6��������!+ �!�'��*�+ ����������7N1 = 32!��N2 = 34$=��&)*���'�+�)7�������7�� ��
N =

N1N2

gcd(N1, N2)
=

32 · 34

gcd(32, 34)
= 544

��>?�#�������)�6 ���)������"@ABCABDE,�6�����)�"�# S1
!��S2
��#7F�� � �������5���

α,G !�����6����������S1
!��S2
�� ��(�����!"&5�� �!"����"8')��&������"!�������*�&*������'��!��)�6 ���)������"4 ��6��)��(�����!�&5�� �!"����"8')��&�������!�������*47H

β,G !�����6����������S1
!��S2
�� ���)(�����!"&*������'��!��)�6 ���)������"4 ��6��)���)(�����!�H

γ,G !�����6������������ ��5�� �!"����"8')��&*������'��)�6 ���)������"4 ��6��)������)75�� �!"����"8')��H
-./01

α,9(�����!��)��&)5�� �!������8')���)��&)��������)��!��)����"*��������� ����5*���������)��6 �����)�� �����'�(������"7$9���!���)���S1
��) ������αx1(n) + bx2(n)

*��� ��αw1(n) + bw2(n)�I�����7�)7(�����!��)�"7���$94I���7����*��� ��)������7���S2&���������)���!���)'�(#(�����!��)��7*��� ��αy1(n) + by2(n)$=��&� !�����6������������ ��(�����!"����!��)�6 �������7������"*��� ��4 �(�����!��6��)��$J���#7&� )������7���S1
�� ��)x(n − n0)&)���!���)*��� ��w(n − n0)$2���'4� &�����)!����S2
�� ��5�� �!"����"8')��&)���!���������) ������w(n − n0)

*��� ��
y(n−n0)$2���4 #7&)���!���)����� �'�!�6���������7��) ������x(n−n0)

*��� ��
y(n − n0)
!�4���!������ �'�!��6��)���� ��5�� �!"����"8')��$9��������)���)7�6 ���)7������"&4����������)�+ ��7���� ��S2

�� ���������&)
y(n)���5�� �n = n0
�I���"����� �����)w(n)(��n < n0$2���)7&�������S1

�� ���������&)w(n)(��n < n0
*��I���"����� �����) ������x(n)(��n < n0

!�����4 #7���� ���"�� ��6��)���� ��!������������$K4'�7&(�� �������5*��)����"*�������� �����4 �����������7&�����)��6���������S1
�����*47&� )x(n)�� ��F��(�4 )&)4I���7w(n)

*��� ������)7F��(�4 )!������4 #7&'�(#����"*���7���S2&!��)4I���7y(n)
*��� ��F��(�4 )$3� ��+7&)������"�� �����'�(��*������'�������*47�6��)��$L



β,G ��S1
!��S2
�� ���)(�����!"&�� �� ���������)��!��)�6 �������7������" ��� ��4 ��)(�����!��6��)��������� ���� ���&����6�����6��)�� �"����)�)(�����!��)�������+���$%�����"���(��&� 

w(n) = S1[x(n)] = exp(x(n))!��
y(n) = S2[w(n)] = log(w(n))����&�!���!�� ��S1
!��S2
�� ���)(�����!"&)�6 �������7������"�����'��4 ��������!��6��)��&������� ��(�����!�$

γ,M�#7!�����β)&� ��S1
!��S2
�� ��5�� �!"����8�''��� �&�� �� ���������)��!��)�6 �������7������" ��� ��4 ��6��)��5�� �!"����8�''��� �$%�����"���(��&� ����+���6��)���� ��4 �7NOPQRSTUVWX&
w(n) = x(n) · ejnω0!������6������ ��4 �7PYRNOPQRSTUVWX&
y(n) = w(n) · e−jnω0)�6 �������7������"�� ��4 ��6��)��5�� �!"����"8')��&�!��)!�� ������4���7����������� ��5�� �!"����8�''��� �$Z �"''����"���(�������'��)�6 ���)������"� �7[Y\SN\O]QPVR̂WYV_�YR̂̂PŶP̀OP̀VẀ[abcV_VPX@deCBfegEh,&����

w(n) =

{

x(n
2 ) n = 0,±2,±4, . . .
0�''�6!��� �7[YRN\O]QPVR̂WYV_�NOPOSiV_̀[abcV_VPX@DjklCBfegEh,&����

y(n) = w(2n)3�) ������#�)����&)�6 �������7������"�� ������"8')�)!��"�)���������)!���� ������)7y(n) = x(n)
@� � ������F��)����"�# ����)�"�# &���� ���"�� ��6m��)���� �� ��5�� �!"����"8')��,$2���)7&� 4 �(�����!�!��5�� �!"����"8')���6��)��&��#74 ��6��)���� ������7!�*���4�)�)7&�����8')*��� "��������6������m����&������)(� �!�������#�)&)�6 ���)������"�������(����'���)m%nG���������7m������(����'���)*��� ��4 ��6��)��5�� �!"����8�''��� �$��op��I��"����#7���7�) ����"*���������!"�#���������&�����������(�"F� ��������4�#�)7�54�)7�������m�I����&�����4�#�)7!������!�7���7���!���)7$

α,y(n) =
n

∑

k=−∞

x(k)

β,y(n) = log(1+ | x(n) |)

γ,h(n) =
1

1 + n2 + log(n4 + 1) + | sin(n)|

δ,h(n) = 0.5nu(n) + 2nu(−n)-./01 q



α,y(n) =
n

∑

k=−∞

x(k)K��6��)������� ������5����4 �r)F��!��'�!')�#��$G *�#�������#7�������)8)����!��� "��)�)u(n)&����)8)����!����!���)������������7*��� ��
y(n) =

n
∑

k=−∞

u(k) = n + 1

3� ��+7&� !��)������7�� ��F��(�4 )&)���!���)������������7�� �� ��F��(�4 )$
β,y(n) = log(1+ | x(n) |)s����6�� ����I����������6��)�������� �������*47&5�)�������+ ��7�) �!�'��*)� ����)��

log(1 + x) ≤ x, x ≥ 02���!�����&� )x(n)�� ��F��(�4 )&|x(n)| < M&
|y(n)| = | log(1 + |x(n)|)| ≤ 1 + |x(n)| < 1 + M2���4 #7&)4I���7�� ��F��(�4 )!�����6��)���� �������*47$

γ,h(n) =
1

1 + n2 + log(n4 + 1) + | sin(n)|3�) ������#�)�����'����4')������� �������� ���)�� )��!"&�����
∞

∑

n=−∞

|h(n)| ≤
∞

∑

n=−∞

1

1 + n2
≤ 2

∞
∑

n=0

1

1 + n2
≤ 2 + 2

∞
∑

n=1

1

n2
< ∞

9��'������� ����)����56���F�6)����"
∞

∑

n=1

1

nα
< ∞

�� ���*������)(��α > 0$=�����6��)���� �������*47$
δ,h(n) = 0.5nu(n) + 2nu(−n)2I��"t� ��7��"*������∑∞

n=−∞ |h(n)|&45����
∞

∑

n=−∞

|h(n)| =

∞
∑

n=0

0.5n +

0
∑

n=−∞

2−n = 4 < ∞

�������� ����������6��)���� �������*47$��uG )���!���)� �7(����!�6!��5�� �!"����"8')������������7��)�� ������8)����!��!�'��*���� ��
s(n) = n

(1

2

)n
u(n) �8��*��)!������!����!���)&h(n)$-./01G�5�!"�����)��6�����

δ(n) = u(n) − u(n − 1)v



3� ��+7&'�(#(�����!��)��7&)!������!����!���)h(n)�� �4�������)8)����!����!���)
s(n)&#7�I�7

h(n) = s(n) − s(n − 1)=��&�����4 )7�)7s(n)&45����
h(n) = s(n) − s(n − 1)

= n
(1

2

)n
u(n) − (n − 1)

(1

2

)n−1
u(n − 1)

=
[

n
(1

2

)n
− 2(n − 1)

(1

2

)n]

u(n − 1)

= (2 − n)
(1

2

)n
u(n − 1)��wp����'�(�����������5)�������7x!��������"�5��&������5)�������7yjdhzEh���!����65�� ��&!�*���"7�����7����!"�#�!�'��*��7!�� ���*������"(�������'# m�)�� �!+ ���{m�������

α,x(n) = δ(n − 1)

β,x(n) = (
1

2
)nu(n), (
��I�"7��4!���)7)

γ,x(n) = −(
1

2
)nu(−n − 1), (��������7��4!���)7)

δ,x(n) =
[

(1
2)n + (1

4)n
]

u(n)-./01
α,x(n) = δ(n − 1)2F����t� ��7�� ��������������5)�������6x&45����

X(z) =
∞

∑

n=−∞

δ(n − 1)z−n = z−1

!��)�����5��6(!'��)7�� ��|z| > 0$2F��� )�����5��6(!'��)7����'��8" ���� �� ������!6!'�&��"�5��������5)�������7yjdhzEh�)7�� "��)�)7!���� ���X(ejω) =
e−jω$|X(z)
45���� ��'�z = 0!�����)�� �!�z = ∞$
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β,x(n) = (
1

2
)nu(n), (
��I�"7��4!���)7)G���� ������!��F�6)�!�'��*���� ���������@��I�"7��4!���)7,45����

X(z) =
∞

∑

n=−∞

(
1

2
)u(n)z−n =

∞
∑

n=0

(
1

2
z−1)n

�����(!'� ����
X(z) =

1

1 − 1
2z−1(��|z| > 1/2$9X(z)

45��4 ��)�� �!����z = 0!�4 ���'����z = 1
2
$2�������� ������7!6!'�7� �!����) �����5��6(!'��)7&��"�5��������5)�������7yjdhzEh!���� ��

X(ejω) =
1

1 − 1
2e−jω
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γ,x(n) = −(
1

2
)nu(−n − 1), (��������7��4!���)7)%���)����������!�'��*��x(n)

45����
X(z) =

∞
∑

n=−∞

−(
1

2
)nu(−n − 1)z−n

=
−1
∑

n=−∞

−(
1

2
)nz−n

=
∞

∑

n=1

−(
1

2
)−nzn

= 1 −
∞

∑

n=0

[(
1

2
)−1z]n

= 1 −
1

1 − 2z

=
1

1 − 1
2z−1~



��|z| < 1/2$|X(z)
45���)�� �!����z = 0!����'����z = 1/2$2F��� ��) �����5��6(!'����7�� �������'��8" ������� ������7!6!'�7&������5)�������7yjdhzEh���!����65�� ��@��y�,�)7�!�'��*��7�� ��"�5��$
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δ,x(n) =
[

(1
2)n + (1

4)n
]

u(n):G���� ������!���"'�45����
X(z) =

∞
∑

n=−∞

[
(1

2

)n
+

(1

2

)n
]u(n)z−n

=
∞

∑

n=0

(1

2

)n
z−n +

∞
∑

n=0

(1

4

)n
z−n

=
∞

∑

n=0

(1

2
z−1

)n
+

∞
∑

n=0

(1

4
z−1

)n

=
1

1 − 1
2z−1

+
1

1 − 1
4z−1

=
2 − 3

4z−1

(1 − 1
2z−1)(1 − 1

4z−1)

���) ������*��)���|z| > 1/2$|X(z)
45����'��7���z = 1/4!�����z = 1/2!���)�� �!"����)����z = 0!��z = 3/8$GF�6��� ������7!6!'�78���!�����4����) �����5��6(!'��)7&*���(!'� ��!��������5)�������7yjdhzEh������7*��� ��������)�54�)

X(ejω) =
2 − 3

4e−jω

(1 − 1
2e−jω)(1 − 1

4e−jω)�
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���p����'�(�����������5)�������7x�# �!�'��*�+ y(n)�� ���������������5)�������6x�)7x(n)

α,y(n) =

∞
∑

k=−∞

x(k)

β,y(n) =
∞

∑

k=0

x(n−kN),
����x(n)����!�'��*����!��7���)�)�� �!47���47�����"��)��

0 ≤ n ≤ N − 1-./01
α,y(n) =

∞
∑

k=−∞

x(k)Z �7�����7 �� �����#������������8')�������� �� ������)����������)�!�'��*��
x(n)������ �(��F��#7�I�7

x(n) = y(n) − y(n − 1)3� ��+7&� �����5)���������!�����6��4')�)7�I��#�)7����7!��5�)��������������) �����)���)7���������)7��������5)�������6x&8���!�������
X(z) = Y (z) − z−1Y (z)!��'6 � ��7#7���7Y (z)
45����

Y (z) =
1

1 − z−1
X(z)����� ��������5)�������7x�)7�!�'��*��7y(n)$Z �7"''�7�����7�� �� ������)����������)y(n)�� ��)�� 4'�I)�)7x(n)���)�� ������8)����!��!�'��*��&

y(n) = x(n) ∗ u(n)�



2���4 #7&5�)�������+ ��7��*�+�)���)7�� 4'�I)7&45����
Y (z) = X(z)U(z)����
U(z) =

1

1 − z−1!��!���'�(���������������4'����$35���!"���) �����5��6(!'��)7&�����)��6�����������)�3�)7U(z)�� �����)������|z| > 1&)�3�)7Y (z)
*��� �����'"5�������6 �'�

Ry = Rx

⋂

|z| > 1����Rx
)�����5��6(!'��)7�)7X(z)$

β,y(n) =
∞

∑

k=0

x(n − kN)|�� ��'���)�������!��!�'��*��y(n)������ �(��F��#7)�� 4'�I)�)7x(n)���) ��'������"
pN (n) =

∞
∑

k=0

δ(n − kN)�)'���
y(n) = x(n) ∗ pN (n) =

∞
∑

k=0

x(n − kN)2���4 #7&������5)�������7x�)7pN (n)
*��� ��

PN (z) =
∞

∑

k=0

z−kN =
1

1 − z−N
, |z| > 1

G��&������5)�������7x�)7�� ��'���)7�������!�7�!�'��*��7y(n)�� ��
Y (z) = X(z)PN (z) =

X(z)

1 − z−N2�����)x(n)�� ����������4 ����!��7!���)�� �t����(��n < 0&)�����5��6(!'��)7!�'6�������)����|z| > 0&�����)�3�)7Y (z)!�'6�������)����|z| > 1$���n�)�������+ ��7�) �����)���)7����(+(��)7��)��5 ��)��&���'�(������ �����5)����m���x�# �!�'��*�+ 
α,x(n) = n(1

2)nu(n − 2)

β,x(n) = 1
n(−2)−nu(−n − 1)-./01

α,x(n) = n(1
2)nu(n − 2)36�F# ����) �����)���)�����(+(��&� X(z)�� ��������5)�������7x�)7x(n)&����

Z{nx(n)} = −z
d

dz
X(z)�



G *4�����x(n) = nw(n)&����
w(n) =

(1

2

)n
u(n − 2) =

1

4

(1

2

)n−2
u(n − 2)����!" � ��75���)�)7�����)��7�)7���������)7���5�� �!�����t�6(��7

Z{αnu(n)} =
1

1 − αz−1
, |z| > |α|4��������

W (z) =
1
4z−2

1 − 1
2z−1

, |z| >
1

2Z�����5���)�)7�����)��7�)7����(+(��&'��8" �����������5)�������x�)7x(n)

X(z) = −z
d

dz
W (z) =

1
2

(

1 − 1
4z−1

)

z−2

(

1 − 1
2z−1

)2

β,x(n) = 1
n(−2)−nu(−n − 1)J����*���7���'�(����7��������5)�������6x�)7�!�'��*��7����7�� ���6�!�'�7'�(#������"(� ��n−1$G ��#7����������� 4��!�'��*��

y(n) = nx(n) = (−2)−nu(−n − 1)������5)�������7x�)7y(n)���������t�����6!�'�!���� ��
Y (z) =

−1

1 + 1
2z−1

, |z| <
1

2�����)�+ ��7�)�54�)����I6�# x(n)!��y(n)&s����6�� ��F����������) �����)���)7����(+(��)7��)��5 ��)��&+��� ��5)��������������F���!��I��#�)#7���7�)
X(z)&����� ��

−z
d

dz
X(z) =

−1

1 + 1
2z−1�

d

dz
X(z) =

1

z + 1
29'6�)�)7���F���!�7�I��#�)7�� ��

X(z) = log(z +
1

2
)!��)�����5��6(!'��)7����'��8" �����)����(����������� ��|z| < 1

2������'�(�����������5)�������x�)7�I��������������(����'���)#7���7������m�5)�������x�)7����������$3�)�� 45������'�(�����������5)�������x�)7�!�'��*��7
x(n) =

{

αn/10 n = 0, 10, 20, . . .
0�''�6-./01 <�



J�������(����'���)7���''��'�������7��5 ��)��7���(����')r��7&�����'�������"I))��������!��� ������!�'��*�����5�� ����"(� ��7�)�� �!"����I6�# ���+ �)7�!�'��*��7$Z��#���x(n)�� ��)������7����������(����'���)&������7���"(��L�)�� �!"����I6�# ���(�"�# �)7�!�'��*��7$K���)4I���7���*��� ��������)�54�)
y(n) =

{

x
(

n
L

)

n = 0,±L,±2L, . . .
0�''�62F��� )y(n)�� ����)�����)�4 (���'���n 6= kL!����x(n/L)(�����)����n = kL&������5)�������7x�)74I��������������(����'���)*��� ��

Y (z) =
∞

∑

n=−∞

y(n)z−n

=

∞
∑

n=−∞

x(n)z−nL

=
∞

∑

n=−∞

x(n)(zL)−n

= X(zL)G )X(z)��(!'� ��(��α < |z| < β&)Y (z)
*���(!'� ��(��α < |zL| < β

�
α

1

L < |z| < β
1

L$%�� ����'�(�������������5)�������x�)7�!�'��*��7
x(n) =

{

αn/10 n = 0, 10, 20, . . .
0�''�6!" ����5���)���t�6(��7

Z{αnu(n)} =
1

1 − αz−1
, |z| > α

!��*�#�+ ��7���)x(n)�� ��)4I���7� �7�������(����'���)��L = 10&��� )������7�� ��αnu(n)$3� ��+7&!" � ��75���)�# �����" #&������5)�������7x�)7x(n)
*��� ��

X(z) =
1

1 − αz−10
, |z| > α

1

10

������'�(������ � ������F������5)�������x!�*���"7�����7����!"�#�� �������7
α,X(z) =

1 − z−1

1 − 1
4z−2

, |z| >
1

2

β,X(z) =
z−1 − 1

2
(

1 − 1
2z−1

)2 , |z| <
1

2

γ,X(z) =
z + 2

z + 1

δ,X(z) =
z2

(z − 1)(z + 3)2
,��������!�'��*��

-./01 <<



α,X(z) =
1 − z−1

1 − 1
4z−2

, |z| >
1

2�����)�+ ��7�������� ������7�� �����F��"�����(+ # &� �'6�����) X(z)#7�I�7
X(z) =

1 − z−1

(1 + 1
2z−1)(1 − 1

2z−1)
=

A

1 + 1
2z−1

+
B

1 − 1
2z−1����

A = (1 +
1

2
z−1)X(z)

∣

∣

∣

∣

z=− 1

2

=
3

2!��
B = (1 −

1

2
z−1)X(z)

∣

∣

∣

∣

z= 1

2

= −
1

23� ��+7&�) X(z)�����6�� ��)(�"r����
X(z) =

3
2

1 + 1
2z−1

−
1
2

1 − 1
2z−19�� "��)�)45���6���'��7���z = 1/2!�����z = −1/2!��)�����5��6(!'��)7�� �����I#����!�� �7!6!'��$2���4 #7)�!�'��*���� ���������!��*��� ��������)�54�)

x(n) =
3

2

(

−
1

2

)n
u(n) −

1

2

(1

2

)n
u(n)

β,X(z) =
z−1 − 1

2
(

1 − 1
2z−1

)2 , |z| <
1

2%�� ����'�(�������) �!�'��*�����5�� �!" �����"'�� "'��)����'"!'"����������������)X(z)
45��4 ����'����(����!���'�&�����"���#7�I�7

A

1 − 1
2z−1

+
Bz−1

(1 − 1
2z−1)2����������� �����) �I��#�)�# ��'�# 6�# 

z−1 −
1

2
= A

(

1 −
1

2
z−1

)

+ Bz−1 = A + z−1
(

−
1

2
A + B

)

s��I��#�)�# � ������5# �� ��'���+ 45�������A = −1/2!��B = 3/4$=��&�F�6)�����5��6(!'��)7�� ������#����!�� �7!6!'��&)�!�'��*��*��� �����������!��*��� ��������)�54�)
x(n) =

1

2

(1

2

)n
u(−n − 1) −

3

4

(1

2

)n
nu(−n − 1)

γ,X(z) =
z + 2

z + 1�" � ��7�����'�� "'��)���� �������
X(z) =

z + 2

z + 1
=

z

z + 1
+

2

z + 1!��!" � ��75���)���t4�(��7
Z−1{

z

z − α
} = αnu(n), |z| > |α|!���)7�����)��7�)7���������)7���5�� �&!���'�(�������

x(n) = (−1)nu(n) + 2(−1)n−1u(n − 1)<L



δ,X(z) =
z2

(z − 1)(z + 3)2
,��������!�'��*��G �'6��������'"!'"������)�� "��)�)#7�I�7

H(z)

z
=

A

z − 1
+

B

z + 3
+

C

(z + 3)2s����'��F����� �����+ ��)(�6�������) ����)���# ��'�# 6�# 
z = A(z + 3)2 + B(z − 1)(z + 3) + C(z − 1)����������!6�������A = 1

16
&B = − 1

16
!��C = 3

4
$3� ��+7&�����6�� �(�"r�������

H(z) =
1

16

z

z − 1
−

1

16

z

z + 3
+

3

4

z

(z + 3)2n�)�������+ ��7�� � ������F������5)�������x!����t�6()
Z−1{

z

z − α
} = αnu(n), |z| > |α|

Z−1{
αz

(z − α)2
} = nαnu(n), |z| > |α|8���!����(���) ��������!�'��*��h(n)
���

h(n) = [
1

16
−

1

16
(−3)n −

1

4
n(−3)n]u(n)

����Z ���#�)7�"I)7r)F��!�5��)'�������F�'�������(�"F��������) �I��#�)���mF��+ 
y(n) −

1

2
y(n − 1) =

1

3
x(n) +

1

6
x(n − 1)

α,�������)�� "��)�)����F��"7���F�'����
β,n�)�������+ ��7�������5)�������x&8������) !������!����!���)���F�'����
γ,n�)�������+ ��7�������5)�������x&8������)8)����!����!���)���F�'����
δ,�+�������"(������)�� �!+ m��'# ���{m�������
ε,2I)(����� ��F�'����� �������*47!��(����-./01
α,2F����t���������5)�������x!������6��4')�)7�I��#�)7���F��+ !��45����

Y (z) −
1

2
z−1Y (z) =

1

3
X(z) +

1

6
z−1X(z)�����)�� "��)�)����F��"7*��� ��������)�54�)

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

1
3 + 1

6z−1

1 − 1
2z−1<q



β,G �'6� ��7�) H(z)����'"!'"��������� �������
H(z) =

1
3

1 − 1
2z−1

+
1

6
z−1 1

1 − 1
2z−1�����&!" � ��75���)���� ������F�������5)�������6x&!���'�(�������)!���m���!����!���)*��� ��������)�54�)

h(n) =
1

3

(1

2

)n
u(n) +

1

6

(1

2

)n−1
u(n − 1)

γ,G����*�+�)���)7�� 4'�I)7*�45�������
S(z) = H(z)U(z) = H(z)

1

1 − z−1
=

1
3 + 1

6z−1

(1 − 1
2z−1)(1 − z−1)%�"F� ��7�) S(z)��)���F�

S(z) =
A

1 − 1
2z−1

+
B

1 − z−1

!��!" � ��7�) � "'��)���� �������A = −2/3!��B = 1$3� ��+7&!" � ��75���)���� ������F�������5)�������6�!��( #��+ t��(+ �����5)�������6&8��m�!�������)8)����!����!���)*��� ��������)�54�)
s(n) = −

2

3

(1

2

)n
u(n) + u(n) = [1 −

2

3

(1

2

)n
]u(n)

δ,9�� "��)�)����F��"7������������745���)�� �!����z = −1/2!����'����z =
1/2$n�)�������+ ��7�) �� "��)�)zplane���������&���� ����������!"�#��"(�����
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����94I���7� �7���!����6%nG���������7�� ��
y(n) =

(

1 −

(

1

2

)n)

u(n)��� )������7�������� ��)8)����!��!�'��*��x(n) = u(n)$n�)�������+ ��7������m�5)�������x&8������) !������!����!���)h(n)-./01���� � ��7�������5)�������x�)7�������!���)7�I����������������745�������
H(z) =

Y (z)

X(z)
=

1
1−z−1 − 1

1− 1

2
z−1

1
1−z−1

=
1

2
z−1 1

1 − 1
2z−1�����)!������!����!���)������������7&�6�F# ����) �����)���)7���������)7���5�� �&*��� ��������)�54�)

h(n) =
1

2

(1

2

)n−1
u(n − 1)�48���)"�!)�)������ �'�*��!��5#��7�)5���)��������)�������6x&�F��� '"8�������r)���)4I���7������������7�� ��)8)����!����!���)&�)'���y(n) = s(n)$9�54�)����� �4���)8)����!��!�'��*�����) !������!��!�'��*���� ��

δ(n) = u(n) − u(n − 1)�����)�54�)����� �4���)8)����!����) !������!����!���)&*��� ��
h(n) = s(n) − s(n − 1)����) �������� ��!��"����)&!���'�(���������������4'����$���>p�(� �!�������*�+�)����5�!�7����7+��� �8��*��)�������7�������7�!�'��*��7

x(n)(��n = 1!�� ����'�(�����)����x(1)&��� 
X(z) =

2 + 6z−1

4 − 2z−2 + 13z−3-./01G )x(n)�� ����������!�'��*��&����
X(z) = x(0) + x(1)z−1 + x(2)z−2 + . . .�����)��6������ �F���4�������x(0)����)X(z)&45����
X(z) − x(0) = x(1)z−1 + x(2)z−2 + . . .��''��'���"t� ��7!�����6��4')�)7�I��#�)7����7����z&45����
z[X(z) − x(0)] = x(1) + x(2)z−1 + . . .G ���*4��������z → ∞&���������'��8" ������ ��)����x(1)&

x(1) = lim
|z|→∞

{z[X(z) − x(0)]}<}



%������(!�!���4 ������5)��������x����� ����&8'4���������� ��
x(0) = lim

|z|→∞
X(z) =

1

22���4 #7&
z[X(z) − x(0)] =

6 + z−1 − 13
2 z−2

4 − 2z−2 + 13z−3!��
x(1) = lim

|z|→∞
{z[X(z) − x(0)]} =

3

2���oZ��#h(n))!������!����!���)� �7%nG���������7$p�8��*��)���!���)��5 ��)��7��� 
α,h(n) = δ(n) + 6δ(n − 1) + 3δ(n − 2)

β,h(n) = (1
3)n+2u(n − 2)-./01

α,h(n) = δ(n) + 6δ(n − 1) + 3δ(n − 2)K��6��)������45��!������!����!���)����� ����������4 )����!�7$2���4 #7&)���!���)��5 ��)��7�� ��4 ���'�+ ������ejω&���� ��'���47����7�����7�� ��'���47�)7h(n)
H(ejω) = 1 + 6e−jω + 3e−2jωG��������� ����5*������!�����&(�"F� ��7

H(ejω) =

∞
∑

n=−∞

h(n)e−jnω =

∞
∑

n=−∞

[δ(n) + 6δ(n − 1) + 3δ(n − 2)]e−jnω

2�����
∞

∑

n=−∞

δ(n − n0)e
−jnω = e−jn0ω

���!6�������
H(ejω) = 1 + 6e−jω + 3e−2jω

β,h(n) = (1
3)n+2u(n − 2)%�����6��)������)���!���)��5 ��)��7�� ��

H(ejω) =
∞

∑

n=−∞

h(n)e−jnω =
∞

∑

n=2

(
1

3
)n+2e−jnω

G''"t� ��7����������*��������7+������� � �I�!� "���n = 0&45����
H(ejω) =

∞
∑

n=0

(
1

3
)n+4e−j(n+2)ω = (

1

3
)4e−2jω

∞
∑

n=0

(1

3
e−jω

)n

�������'�!"8���!�������
H(ejω) =

(1

3

)4 e−2jω

1 − 1
3e−jω<~



���u9������7����F����t������4 �%nG�6��)���� ��
x(n) = 2 cos

(nπ

4

)

+ 3 sin
(3nπ

4
+

π

8

)

p�����������*��)4I���7������������7&� )!������!�������!���)�� ��
h(n) = 2

sin[(n − 1)π/2]

(n − 1)π-./01G )������7��4 �%nG�6��)���� ��x(n) = cos(nω0)&)���!�������*��� ��
y(n) = |H(ejω)| cos(nω0 + φ(ω0))3� ��+7&��4��� �8��6���) ���!���)��5 ��)��7������������7$9!������!����!���)� �7��� �!�65��)'�������6F�'���������!���)��5 ��)��7
H1(e

jω) =

{

1 |ω| ≤ ωc

0 ωc < |ω| < π�� ��
h1(n) =

sin(nωc)

nπ2�����h(n) = 2h1(n − 1)��ωc = π/2&*���4��� �� �t)����������4!F���)�)7H(ejω)�� ��������)7H1(e
jω)#7�I�7

H(ejω) =
∞

∑

n=−∞

h(n)e−jnω

=
∞

∑

n=−∞

2h1(n − 1)e−jnω

= 2
∞

∑

n=−∞

h1(n)e−j(n+1)ω

= 2e−jω
∞

∑

n=−∞

h1(n)e−jnω

= 2e−jωH1(e
jω)=��&

H(ejω) =

{

2e−jω |ω| ≤ π
2

0 π
2 < |ω| ≤ π��

φ(ω) = −ω2�����|H(ejω)| = 0(��ω = 3π/4&�)���� �!�7���7�)7x(n)���!�������������6��)��!��)4I���7�� ����'+7
y(n) = 2|H(ejπ/4)| cos

(nπ

4
+ φ

(π

4

))

= 4 cos
(

(n − 1)
π

4

)<�



���wZ �%nG�6��)������(�"F��������)�I��#�)���F��+ 
y(n) = 0.5y(n − 1) + bx(n)p��������������)�������b4���+������4����)7���!���)7��5 ��)��7(��ω = 0 ��� ��

H(ej0) = 1!�� �8��*����̀_Q\�R_Q�̀\OPXÒa�RX@�)'���)��5 ��)����) �������|H(ejω)|2���6������������)7��(���)7����7���&���'��8" ����(��ω = 0$K��)��������� �F4��m���!��#73dB�)����(������dB!'���!�&�'�(�7�# �����(+ # �# �4��# �� �����7��
−10log(1/2) = 3.01dB,$-./019���!���)��5 ��)��7������������7�������(�"F������������) �I��#�)���F��+ �� ��

H(ejω) =
b

1 − 0.5e−jω2�����
|H(ejω)|2 =

b2

(1 − 0.5e−jω)(1 − 0.5ejω)
=

b2

1.25 − cos(ω)��|H(ejω)|
*����6�����1(��ω = 0&� 

b2

1.25 − 1
= 1�)'���b = ±0.5

%�� �8��*�����)����)������7��56�7&��4��� ����'�(�������)��5 ��)��(���) ������� ��
|H(ejω)|2 =

1

2G������8�� ����� 
cos(ω) = 0.75)

ω = 0.23π����Z �T�̂VSR�Ob_VR�QìR[cSR[@fj�zl�B�EhB�E,Lm�"I)7&�� ��4 �%nG�6��)���������&(�����������x(n)&���"(��4I����)7���F�7
y(n) =

1

L + 1

L
∑

k=0

x(n − k)p�8��*��)���!���)��5 ��)��7������������7����6$-./01G )������7���F�'���!� )��6�4��������� ��)x(n) = δ(n)&)4I���7*��� ��)!������!����!���)$2���4 #7&
h(n) =

1

L + 1

L
∑

k=0

δ(n − k)!��
H(ejω) =

1

L + 1

L
∑

k=0

e−jkω<�



s�5���)(�#�����!+ �����# &45����
H(ejω) =

1

L + 1

1 − e−j(L+1)ω

1 − e−jω!��8("t� ��7!�� ����"(� ���� ���e−j(L+1)ω/2����� ���*�)��!���� ���e−jω/2����� ���� ������&!���'�(����
H(ejω) =

1

L + 1
e−jLω/2 ej(L+1)ω/2 − e−j(L+1)ω/2

ejω/2 − e−jω/2�
H(ejω) =

1

L + 1
e−jLω/2 sin

( (L+1)ω
2

)

sin
(

ω
2

)

������ ����)����!"�#�� �����'�(������)�"�# ���!����65�� ��

α,�������)�� �'�!��� "��)�)����F��"7H(z)�)7�� �����'�(��7$
β,G ���6�������������!�*+7!������ �'�!��6��)���� ��������"&8�����(������7���47�)7�����4����k�� ������ �'�!��6��)��H(z)�����*47$
γ,G ��7t)��6��  ����'4I��������(!�!���4 )�����)7�����4����k����*����'4(���!��(����H
-./01

α,G !�'4�����r(n)�) �������������6��)��H0
����r(n) = x(n) + ky(n− 1)$s���8��m � ��7�����������56�����

Y (z) = H0(z)R(z) = H0(z)(X(z) + kz−1Y (z))����H0(z)�� ��)�� "��)�)����F��"7���������������7$�6 � ��7�) �����" #�54�)#7���7Y (z)!�������+ ��7��X(z)���!6�������
H(z) =

Y (z)

X(z)
=

H0(z)

1 − kz−1H0(z)
=

10

1 + (2 − 10k)z−1<�



β,GF�6���� �'�!��6��)���� ���������&*��� �������*47� ����'��������������7�� ���4����� �� ������!6!'�$J�� ���!�7��'�7�� ���10k − 2$��4�������4 #7
| 10k − 2 |< 1&����)��� �����0.1 < k < 0.3$

γ,9!�'6���)���'�(�(������"*���&�� ���������*���)(������ ��'����!4 �������� �������!6!'��&�F�6)���'�(������I�F� �t��!"*������7��'� �+���7������������7&�)'���k = 0.2$����3�4 ����) �!�� ������������"�5�� �6����F�����!"���)�#������# $�"*�4 ����m����'����&4 ��#�������α5#��t�������!�+�#�������β!��!"*�4 �������#�������
β&5#��t�������)����"�����4 ��#�������α!���6��#�������β$G 8���!����4 ��� ��#�������α��� � �����������)5�� �!����(��t = 0&�����#�������*�8���!� ����4����� � �����������)5�� �!����(��t = 100H-./013�) "�!)�)������4��� �I�!� ������!���(�"F� ��7����*)����!�67����7&����������8�� ���4����� � ����������$Z��#α(n)����*��7�# �#������# α�4����� � ��m���������)5�� �!����(��n!��β(n)����*��7�# �#������# β$2������!�+�#�������β���"(� ������4 ��#�������α!���6����!"*��#�������β&45����

β(n) = 8α(n − 1) + 2β(n − 1)2���)7&������4 ��#�������α���"(�������!"*�4 ��#�������β&*�45����
α(n) = β(n − 1)!��� ��!�*���+ ��7��) ��+�)�54�)���� ����

β(n) = 8β(n − 2) + 2β(n − 1)����� ������ ������!��54�)���!�*���t���� ���*���# �#������# β���8���!� ����4����� � �����������)5�� �!����(��n���54�)����75�� �!47���(�47n − 1!��n − 2$2�����8���!����4 ��� ��#�������α��� � �����������)5�� �!����(��n = 0&4���������)5�� �!����(��n = 1&*�8���!� ����4����� � �����������!�+�#�������β$3� ��+7&)�����)7��5�!�7�� *�!)7����� �4�������) �!�'��*��β(n)�� ��β(1) = 8&)����������� �� �#���#*����) �54�)#7�I�7�
β(n) = 8β(n − 2) + 2β(n − 1) + 8δ(n − 1) n ≥ 1��β(n) = 0(��n < 1$n�)�������+ ��7�����5)�������x&�����6�� �'6������) �I��#�)����#7���7B(z)&�����

B(z) =
8z−1

1 − 2z−1 − 8z−2G ��) �����" #�� "��)�)!" ����� "'��)����'"!'"��������� ����
B(z) =

4
3

1 − 4z−1
−

4
3

1 + 2z−1s�� ������F������5)�������x!���'�(�������
β(n) =

4

3
4nu(n) −

4

3
(−2)nu(n)2���������*��7�# �#������# α�)5�� �!����(��n���6������� ���*���# �#������# β�)5�� �!����(��n − 1&��� �'�!�7���*��7�# �#������# �)5�� �!����(��n = 100&�� ��

N = β(100) + β(99) =
4

3
[4100 − (−2)100 + 499 − (−2)99] =

4

3
[5 · 499 − 299]

L�



������ �������!�'��*��5���$G z1, z2
�)�� �!"!��p1, p2
��'���)7�� "��)�)7X(z)�������5��6(!'��)7|z| > r& ����'�(�����)�!�'��*��x(n)$

-./012F��� 45�����6��)�� �!"!���6���'��7&)�� "��)�)X(z)������ �(��F����)���F�
X(z) =

(z − z1)(z − z2)

(z − p1)(z − p2)G�����5���&�F�6����'��8���!� ����" #���!6!'��!�� �7r*�45����
p1 = rejω0!��
p2 = re−jω0� +(�����)�� �!"z1, z2

���� �������
z1 = 0!��

z2 = r cos(ω0)G ��!�*���+ ��7��7���47��� �6���)7X(z)&8���!�������
X(z) =

z(z − r cos(ω0))

(z − rejω0)(z − re−jω0)

=
z2 − r cos(ω0)z

z2 − (rejω0 + re−jω0)z + rejω0re−jω0

=
z2 − r cos(ω0)z

z2 − 2r cos(ω0)z + r2

=
1 − r cos(ω0)z

−1

1 − 2r cos(ω0)z−1 + r2z−2)����������'�������5)�������x( #���7�� "��)�)7!������ ���������(�(� �7���)�����5��6(!'��)7�� ��|z| > r&!���'�(�������)�!�'��*��x(n)
*��� ��

x(n) =
[

rn cos(ω0)
]

u(n)

L<


