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Στοιχειωδης-Θεωρια
Ας ϑεωρήσουµε ότι έχουµε στην διάθεσή µας την ακόλουθη στοχαστική διαδικασία :

X (n) =

P∑
i=1

Aiejnωi +W(n), n = 0, 1, · · · ,M − 1 (1)

µε Ai = |Ai|ejφi , φi, i = 1, 2, ..., P ασυσχέτιστες τυχαίες µεταβλητές οµοιόµορφα
κατανεµηµένες στο [−π, π] καιW(n) λευκός γκαουσιανός ϑόρυβος διασποράς σ2

W .

Σκοπός µας είναι να εκτιµήσουµε τα |Ai| τα ωi, i = 1, 2, ..., P καθώς και την δια-
σπορά σ2

W του λευκού ϑορύβου.

• Α. Στοχαστική ∆ιαδιακασία Πρώτης Τάξης :

Στην περίπτωση αυτή η στοχαστική διαδικασία ϑα έχει την ακόλουθη µορφή:

X (n) = A1e
jω1n +W(n) = S(n) +W(n). (2)

και για την ακολουθία αυτοσυσχέτισης της στοχαστικής διαδικασίας ϑα έχουµε:

rXX (k) = E{X (n+ k)X (n)}

= E{(A1e
jω(n+k) +W(n+ k))(A∗1e

−jω1n +W(n))}

= E{|A1|2ejω1k +W(n+ k)W(n) +

A1e
jω1(n+k)W(n) +A∗1e

−jω1nW(n+ k)}

= |A1|2ejω1k + σ2
Wδ(k) (3)

΄Αρα το µητρώο αυτοσυσχέτισης της στοχαστικής διαδικασίας, µπορεί να γραφεί
ως ακολούθως:

RXX =


rXX (0) rXX (1) . . . rXX (M − 1)

rXX (−1) rXX (0)
. . .

...
...

...
. . . rXX (1)

rXX (−(M − 1)) · · · rXX (−1) rXX (0)


= RSS +RWW

= |A1|2eM (ω1)ehM (ω1) + σ2
WIM (4)

όπου
eM (ω1) = [ 1 e−jω1 e−2jω1 · · · e−j(M−1)ω1 ]h, (5)

RSS ένα µητρώο τάξης 1 και RWW ένα διαγώνιο µητρώο τάξης M .

Από τις Σχέσεις (4) και (5) τελικά έχουµε:

RXXeM (ω1) = (M |A1|2 + σ2
W)eM (ω1) (6)
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δηλαδή το διάνυσµα της Σχέσης (5) είναι ιδιοδιάνυσµα του µητρώου RXX µε
αντίστοιχη ιδιοτιµή M |A1|2 + σ2

W . Επίσης, αν n2,n3, · · · ,nM είναι τα υπόλοιπα
ιδιοδιανύσµατα του µητρώου, γνωρίζουµε ότι :

< eM (ω1),nm >= 0, m = 2, 3...,M (7)

Εποµένως, από τις (4) και (7) παίρνουµε:

RXXnm = σ2
wnm = λmnm, m = 2, 3, ...,M,

δηλαδή για όλες τις ιδιοτιµές του RXX , εκτός της µεγαλύτερης, έχουµε ότι :

λm = σ2
W , m = 2, 3, ...,M (8)

και από τις (6) και (8):

λmax = λ1 = M |A1|2 + σ2
W . (9)

Ο αλγόριθµος που ακολουθεί, εκτιµά τις ποσότητες που επιθυµούµε:

1. Ιδιο-ανάλυση του µητρώου αυτοσυσχέτισης RXX και εύρεση της µεγαλύτερης
ιδιοτιµής λ1 και των υπολοίπων που γνωρίζουµε από την Σχέση (6) ότι είναι όλες
ίσες µεταξύ τους.

Εποµένως :

σ2
w = λmin, και (10)

|A1|2 =
1

M
(λmax − λmin) (11)

2. Ξέρουµε από τη Σχέση (5) ότι eM (ω1) είναι το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί
στη µέγιστη ιδιοτιµή του µητρώου αυτοσυσχέτισης και εποµένως

eM (ω1)[2] = e−jω1

και µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την παραπάνω σχέση για να ϐρούµε το ω1,
δηλαδή:

ω1 = −jln(eM (ω1)[2]). (12)

Ερωτησεις

1. Πώς µπορούµε να ορίσουµε τον Υπόχωρο του Σήµατος (Signal Space) και

2. πώς τον Υπόχωρο του Θορύβου ( Noise Space);

3. Ποιός είναι κατά την γνώµη σας ο ϱόλος της τυχαίας µεταβλητής φ στη Σχέση
(2);
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4. Τι ϑα άλλαζε στον υπολογισµό των αναγκαίων ποσοτήτων, αν δεν υπήρχε
αυτός ο παράγοντας; Καταγράψτε αναλυτικά τις απόψεις σας.

5. Υποθέστε οτι είστε σε ϑέση να γνωρίζετε το µητρώο αυτοσυσχέτισης της στο-
χαστικής διαδικασίας. Ποιό κατά την γνώµη σας είναι το ελάχιστο µέγεθος
του µητρώου που ϑα επιτρέψει τον υπολογισµό των αναγκαιών ποσοτήτων;1

∆ιαδικασια

1. ΄Ασκηση στο Matlab : Υπολογίστε το πλάτος την συχνότητα και την διασπορά
του λευκού ϑορύβου στοχαστικής διαδικασίας πρώτης τάξης (δες Σχέση (2) ),
µε µητρώο αυτοσυσχέτισης :

RXX =

[
3 2(1− j)

2(1 + j) 3

]
.

2. Υποθέστε οτι δεν είστε σε ϑέση να γνωρίζετε το µητρώο αυτοσυσχέτισης της
στοχαστικής διαδικασίας αλλά µόνο να το εκτιµήσετε από ένα αριθµό N

διαφορετικών υλοποιήσεων της (µήκους M δειγµάτων η κάθε µια) που σας
δίνονται. Ποιός κατά την γνώµη σας είναι ο ϱόλος του M και του N στην
εκτίµηση των τιµών των αναγκαίων ποσοτήτων; Καταγράψτε αναλυτικά και
ϑεµελιώστε, µε αναφορά σε µαθηµατικούς νόµους, την άποψή σας.

3. ΄Ασκηση στο Matlab : ∆ηµιουργήστε N = 100 (και επαναλάβετε για N =

1000, 10000, 50000) υλοποιήσεις (µήκουςM = 50 δείγµατα η κάθε µια) της
ακόλουθης στοχαστικής διαδικασίας :

X (n) = 3
√

2ej(
π
5 n+φ) +W(n), (13)

όπου φ τυχαία µεταβλητή οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο [−π, π] καιW(n)

λευκός γκαουσιανός ϑόρυβος διασποράς σ2
W = 0.5.

Χρησιµοποιήστε κατάλληλα τις υλοποιήσεις της στοχαστικής διαδικασίας και
εκτιµήστε :

1 τη στοχαστική µέση τιµή

2 το µητρώο αυτοσυσχέτισης RXX µεγέθους 50× 50

Χρησιµοποιήστε το παραπάνω µητρώο που εκτιµήσατε και δηµιουργήστε τα
ακόλουθα πέντε µητρώα:

RXX , M , M = 2, 10, 20, · · · , 50

µεγέθους M ×M αντίστοιχα.

Για κάθενα από τα παραπάνω µητρώα M = 2, 10, 20, · · · , 50:
1 Pisarenko, V. F. The retrieval of harmonics from a covariance function Geophysics, J. Roy. Astron.

Soc., vol. 33, pp. 347-366, 1973
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1 Υπολογίστε, χρησιµοποιώντας κατάλληλη εντολή του Matlab, τις ιδιοτι-
µές και τα ιδιοδιανύσµατα:

λm, m = 1, 2, · · · ,M

eM (ω1), και

nm, m = 2, 3, · · · ,M (14)

αντίστοιχα.

2 Χρησιµοποιήστε κατάλληλα τις ιδιοτιµές λm, m = 2, 3, · · · ,M που υπο-
λογίσατε και εκτιµήστε την διασπορά σ2

W του λευκού ϑορύβου. Σχεδιά-
στε το ιστόγραµµα των παραπάνω ιδιοτιµών και υπολογίστε της πρώτης
και δεύτερης τάξης κεντρικές ϱοπές των. Σχολιάστε τα αποτελέσµατά
σας.

3 Χρησιµοποιήστε τη Σχέση (11) και την εκτίµηση της διασποράς του ϑο-
ϱύβου και εκτιµήστε το πλάτος του σήµατος. Σχολιάστε την εκτίµησή
σας.

4 Ορίστε τα ακόλουθα τριγωνοµετρικά πολυώνυµα:

P(M, m)(e
jω) = ehM (ω)nm, m = 2, 3, · · · ,M. (15)

5 Χρησιµοποιήστε κατάλληλα τις M − 1 σχέσεις ορθογωνιότητας της Σχέ-
σης (7) και τις ϱίζες των παραπάνω πολυωνύµων και εκτιµήστε την συχνό-
τητα ω1. Σχολιάστε την ποιότητα της εκτιµήσης σας. Πώς αποµονώσατε
την ϱίζα που σας ενδιέφερε; Χρησιµοποιήστε τη συνάρτηση kmeans()

του Matlab µε τα κατάλληλα ορίσµατα. Σχολιάστε αναλυτικά.

6 Ορίστε τις ακόλουθες ϱητές συναρτήσεις :

Q(M, m)(e
jω) =

1

|P(M, m)(ejω)|2
, m = 2, 3, · · · ,M. (16)

όπου |P(M, m)(e
jω)| το µέτρο του m − οστου µιγαδικού πολυωνύµου

P(M, m)(e
jω) της Σχέσης (15). Σχεδιάστε τις παραπάνω συναρτήσεις και

καταγράψτε τα συµπεράσµατά σας.

7 Ορίστε την ακόλουθη ϱητή συνάρτηση:

QMUSIC
M (ejω) =

1
M∑
m=2

|P(M, m)(e
jω)|2

, (17)

η οποία αποτελεί την συνάρτηση που ϐασίζονται οι εκτιµήσεις του αλ-
γορίθµου MUSIC (MUltiple SIgnal Classification). Σχεδιάστε την παρα-
πάνω συνάρτηση και καταγράψτε τα συµπεράσµατά σας.

8 Ορίστε την ακόλουθη ϱητή συνάρτηση:

QEVM (ejω) =
1

M∑
m=2

1

λm
|P(M, m)(e

jω)|2
, (18)
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η οποία αποτελεί την συνάρτηση που ϐασίζονται οι εκτιµήσεις του αλ-
γορίθµου EV(EigenVector). Σχεδιάστε την παραπάνω συνάρτηση και
καταγράψτε τα συµπεράσµατά σας.

Σχολιάστε την ποιότητα των εκτιµήσεών σας καθώς το M αυξάνεται.

4. Επαναλάβετε την παραπάνω διαδικασία για διαφορετικές τιµές της ισχύος
του ϑορύβου σ2

W και καταγράψτε τα συµπεράσµατά σας.

• Β. Στοχαστική ∆ιαδιακασία P -οστής Τάξης
Ας ϑεωρήσουµε τώρα την περίπτωση που η στοχαστική διαδικασία συντίθεται από
P ϕανταστικά εκθετικά σήµατα. Στην περίπτωση αυτή το µητρώο αυτοσυσχέτισης
ϑα έχει την ακόλουθη µορφή:

RXX = E(ω)ΛE(ω)h + σ2
WI

ή ισοδύναµα:

RXX =

P∑
i=1

|Ai|2eM (ωi)e
h
M (ωi) + σ2

WI

= RSS +RWW (19)

όπου:

RSS =

P∑
i=1

|Ai|2eM (ωi)e
h
M (ωi) (20)

RWW = σ2
WI. (21)

Από τις Σχέσεις (20), (21) είναι ϕανερό ότι τα µεγέθους M ×M µητρώα RSS και
RWW είναι τάξης P και M − P αντίστοιχα.

Ας υποθέσουµε επιπλέον ότι U είναι ένα µητρώο που περιέχει τα ιδιοδιανύσµατα
του µητρώου αυτοσυσχέτισης της Σχέσης (19). Τότε, µπορούµε να χωρίσουµε
το µητρώο U σε δύο τµήµατα. Το πρώτο, το οποίο ϑα συµβολίσουµε ως US ϑα
περιέχει τα πρώτα P ιδιοδιανύσµατα και ϑα αποτελεί µία ορθοκανονική ϐάση
του υπόχωρου του σήµατος και το δεύτερο, το οποίο ϑα συµβολίσουµε ως UN ϑα
περιέχει τα υπόλοιπα M − P ιδιοδιανύσµατα και ϑα αποτελεί µία ορθοκανονική
ϐάση του υπόχωρου του ϑορύβου. Για τα ιδιοδιανύσµατα αυτά είναι προφανές ότι
ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις ορθογωνιότητας :

< eM (ωi), um >= 0, ∀ i = 1, 2, ..., P και m = P + 1, P + 2, ...,M. (22)

Ερωτησεις
1. Πώς µπορούµε να ορίσουµε στην γενική περίπτωση τον Υπόχωρο του Σήµατος και

2. πώς τον Υπόχωρο του Θορύβου ;
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3. Ποιός είναι κατά την γνώµη σας ο ϱόλος των τυχαίων µεταβλητών φi, i = 1, 2, · · · , P
στη Σχέση (17);

4. Τι ϑα άλλαζε στον υπολογισµό του µητρώου αυτοσυσχέτισης, αν δεν ήταν αυτές οι
τυχαίες µεταβλητές ασυσχέτιστες; Καταγράψτε αναλυτικά τις απόψεις σας.

5. Υποθέστε οτι είστε σε ϑέση να γνωρίζετε το µητρώο αυτοσυσχέτισης της στοχαστικής
διαδικασίας. Ποιό κατά την γνώµη σας είναι το ελάχιστο µέγεθος του µητρώου
που ϑα επιτρέψει τον υπολογισµό των αναγκαιών ποσοτήτων ( δες την αντίστοιχη
ερώτηση του µέρους Α της άσκησης); 2

6. Εύκολα µπορούµε να δούµε ότι, γενικά, τα διανύσµατα eM (ωi), i = 1, 2, · · · , P
δεν είναι ιδιοδιανύσµατα του µητρώου αυτοσυσχέτισης. Ποιές ϑα πρέπει να είναι
οι συχνότητες ωi, i = 1, 2, · · · , P για να ισχύει αυτό ; Καταγράψετε την απάντησή
σας.

2Στην περίπτωση της στοχαστικής διαδικασίας P -οστής τάξης και για M = P + 1 (τεχνική Pisarenko), η
Σχέση (22) γίνεται :

< eP+1(e
jωi ),uP+1 >= 0, ωi, i = 1, 2, ..., P.

΄Αρα, ϐρίσκοντας τις ϱίζες του πολυωνύµου που εκφράζει το ακόλουθο εσωτερικό γινόµενο :

< eP+1(e
jω),uP+1 >,

ϐρίσκουµε τις Ϲητούµενες συχνότητες.
Προκειµένου να υπολογίσουµε τώρα τα πλάτη, πολλαπλασιάζουµε το µητρώο Rxx της Σχέσης (19) µε κάθε

στήλη του µητρώου US δηλαδή µε τα διανύσµατα ϐάσης του χώρου σήµατος, ως εξής :

uh
S,jRxxuS,j =

P∑
i=1

|Ai|2uh
S,jeP+1(ωi)e

h
P+1(ωi)uS,j + σ2

w‖uS,j‖22, j = 1, 2, · · · , P.

Οι παραπάνω σχέσεις, παίρνοντας υπόψη µας ότι |uS,j |22 = 1, j = 1, 2, · · · , P , µπορούν να γραφούν σε
µορφή γραµµικού συστήµατος ως ακολούθως:

p− σ2
w1P =Ma

όπου:

p =
[

uh
S,1RxxuS,1 uh

S,2RxxuS,2 · · · uh
S,PRxxuS,P

]t

M =


| < uS,1, eP+1(ω1) > |2 · · · | < uS,1, eP+1(ωP ) > |2

| < uS,2, eP+1(ω1) > |2 · · · | < uS,2, eP+1(ωP ) > |2
...

| < uS,P , eP+1(ω1) > |2 · · · | < uS,P , eP+1(ωP ) > |2


a =

[
|A1|2 |A2|2 · · · |AP |2

]t
1P =

[
1 1 · · · 1

]t
∆εδοµένου ότι έχουµε ήδη υπολογίσει τις συχνότητες και η διασπορά του ϑορύβου έχει εκτιµηθεί, η λύση
του παραπάνω συστήµατος οδηγεί στον υπολογισµό των πλατών. Σηµείωση: Εάν τα διανύσµατα ϐάσης του

χώρου σήµατος ήταν κάθετα µεταξύ τους, τότε το παραπάνω µητρώο ϑα ήταν διαγώνιο και η λύση ϑα ήταν η
ακόλουθη: |Ai| =

√
uh
S,iRxxuS,i, i = 1, 2, · · · , P .
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∆ιαδικασια
1. ΄Ασκηση στο Matlab : Υπολογίστε τα πλάτη, τις συχνότητες και την διασπορά του

λευκού ϑορύβου στοχαστικής διαδικασίας δεύτερης τάξης µε το ακόλουθο µητρώο
αυτοσυσχέτισης :

RXX =

 6 1.92705− j4.58522 −3.42705− j3.49541

1.92705 + j4.58522 6 1.92705− j4.58522

−3.42705 + j3.49541 1.92705 + j4.58522 6

 .
Είναι ϕανερό ότι στην περίπτωση αυτή το µοναδικό ιδιοδιάνυσµα που ανήκει στον
υπόχωρο του ϑορύβου είναι το u3. ΄Αρα

< e3(ωi),u3 >= 0, i = 1, 2.

Αν εποµένως ορίσουµε και πάλι το τριγωνοµετρικό πολυώνυµο της Σχέσης (15),
τότε οι επιθυµητές συχνότητες µπορούν να προκύψουν από τον υπολογισµό των
ϱιζών του παραπάνω πολυωνύµου (επιβεβαιώστε). Σχεδιάστε το ακόλουθο πολυώ-
νυµο:

Pinv(e
jω) =

1

|P (ejω)|2
και καταγράψτε τα συµπεράσµατά σας

2. Υποθέστε οτι δεν είστε σε ϑέση να γνωρίζετε το µητρώο αυτοσυσχέτισης της στοχα-
στικής διαδικασίας αλλά µόνο να το εκτιµήσετε από ένα αριθµό N διαφορετικών
υλοποιήσεων της (µήκους M δειγµάτων η κάθε µια) που σας δίνονται. Ποιός
κατά την γνώµη σας είναι ο ϱόλος του M και του N στην εκτίµηση των τιµών
των αναγκαίων ποσοτήτων; Καταγράψτε αναλυτικά και ϑεµελιώστε, µε αναφορά
σε µαθηµατικούς νόµους, την άποψή σας.

3. ΄Ασκηση στο Matlab : ∆ηµιουργήστε N = 100 υλοποιήσεις (µήκους M = 50

δείγµατα η κάθε µια) στοχαστικής διαδικασίας της Σχέσης (1) µε τα ακόλουθα
χαρακτηριστικά:

Ai =
1

2i−1
ejφi , i = 1, 2, · · · , 5 (23)

ω1 = 0.2π

ω2 = 0.4π

ω3 = 0.5π

ω4 = 0.75π

ω5 = 0.88π (24)

σ2
W = 0.75 (25)

όπου φi, i = 1, 2, · · · , 5 τυχαίες ασυσχέτιστες µεταβλητές οµοιόµορφα κατανεµη-
µένες στο [−π, π] καιW(n) λευκός γκαουσιανός ϑόρυβος διασποράς σ2

W = 0.5.

Χρησιµοποιήστε κατάλληλα τις υλοποιήσεις της στοχαστικής διαδικασίας και :
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1 επαναλάβετε τη διαδικασία του πρώτου µέρους, µε τις αναγκαίες τροποποι-
ήσεις, και καταγράψτε τα συµεράσµατά σας.

2 χρησιµοποιείστε διαφορετικές συχνότητες, και εκτιµήστε τη ϱωµαλεότητα των
διαφορετικών τεχνικών εκτίµησης των παραµέτρων. Καταγράψτε τα συµπε-
ϱάσµατά σας.


