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Μοντελοποιηση Χαµηλης Ταξης
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα διάνυσµα u(n) µήκους M που αναπαριστά µια συγ-

κεκριµένη υλοποίηση µιας στάσιµης µε την ευρεία έννοια µηδενικής µέσης τιµής, στο-
χαστικής διαδικασίας και ϑέλουµε να µεταδώσουµε αυτό το διάνυσµα σε ένα κανάλι µε
ϑόρυβο χρησιµοποιώντας ένα καινούριο σύνολο P διακριτών τιµών µε P < M .
Ας υποθέσουµε επιπλέον ότι γνωρίζουµε το µητρώο συνδιασπορών της διαδικασίας :

C = E{u(n)uh(n)} = QΛQH

όπου:
Q = [q1, ...,qM ]

ένα M ×M µητρώο του οποίου η στήλη qi είναι το i-στό ιδιοδιανύσµατα του µητρώου
C, και

Λ = diag(λ1, ..., λM )

ένα M ×M διαγώνιο µητρώο που περιέχει τις ιδιοτιµές λi , i = 1, 2, ...,M του.
Τότε το αρχικό διάνυσµα µπορεί να γραφεί ως :

u(n) =

M∑
i=1

ci(n)qi = Qc(n)

και εύκολα µπορούµε να αποδείξουµε όιτ ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις :

E{ci(n)} = 0 (1)

E{|ci(n)|2} = λi (2)

E{u(n)uh(n)} = Q E{c(n)ch(n)︸ ︷︷ ︸
Λ

QT = C. (3)

Είναι προφανές ότι το διάνυσµα u(n) µπορεί να ανακατασκευαστεί χρησιµοποιώντας τα
P πρώτα ιδιοδιανύσµατα του C ως

û(n) =

p∑
i=1

ci(n)qi , P < M

µε σϕάλµα

e(n) = u(n)− û(n) =

M∑
i=P+1

ci(n)qi

και ενέργεια ίση µε την l2 στάθµη του παραπάνω διανύσµατος, δηλαδή:

E{‖e(n)‖22} =

M∑
i=P+1

λi.
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Η παραπάνω σχέση µας επιτρέπει να πούµε ότι η ανακατασκευή û(n) του διανύσµατος
είναι καλή, µε την προϋπόθεση ϐέβαια ότι οι ιδιοτιµές λi , i = P + 1, ...M είναι αρκετά
µικρές.

Παραδειγµα

Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να µεταδώσουµε σε ενθόρυβο κανάλι ένα σήµα µηδενι-
κής µέσης τιµής. Το διάνυσµα εξόδου y(n) ενός συστήµατος δίνεται από το διάνυσµα
εισόδου u(n), µήκους M , στο οποίο προστίθεται λευκός γκαουσιανός ϑόρυβος w(n)

ισχύος σ2
W όπως ϕαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί.

Σχήµα 1: Το προσθετικό µοντέλο ϑορύβου

Θεωρόντας ότι ο προσθετικός ϑόρυβος είναι ασυσχέτιστος µε το σήµα εισόδου, µπο-
ϱούµε εύκολα να ϐρούµε ότι το µητρώο συνδιασπορών εξόδου-ϑορύβου είναι CYW =

σ2IM όπου IM το µοναδιαίο M ×M µητρώο, ενώ το µητρώο συνδιασπορών εισόδου-
ϑορύβου ϑα είναι RYW = 0.

Το σϕάλµα µετάδοσης είναι e(n) = y(n)− u(n) µε

E{‖e(n)‖22} = E{‖w(n)‖22} = Mσ2
W (4)

Κάνοντας χρήση των ιδιοδιανυσµάτων του πίνακα συνδιασποράς όπως ϕαίνεται στο πα-
ϱακατω σχήµα, µειώνουµε τη διάσταση του διανύσµατος που µεταδίδεται σε P .

Σχήµα 2: Μετάδοση ¨ συµπιεσµένου ¨ σήµατος
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Στην περίπτωση αυτή το σϕάλµα µετάδοσης είναι

E{‖ŷ(n)− u(n)‖22} = E{
∥∥QPQ

H
P u(n) +QH

P w(n)− u(n)
∥∥2

2
}

=

M∑
i=P+1

λi + Pσ2
W (5)

Από τις Σχέσεις (4) και (5) εύκολα συµπεραίνουµε ότι ο ακόλουθος κανόνας

(M − p)σ2
W ≶

M∑
i=p+1

λi

µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να δούµε σε ποιές περιπτώσεις η αποστολή P < M τιµών
αποδίδει καλύτερα.

Ερωτησεις

1 Αποδείξτε τις Σχέσεις (1-3).

2 Αποδείξτε τις Σχέσεις (4) και (5).

3 Σε ποιές περιπτώσεις η αποστολή P τιµών αποδίδει καλύτερα; Καταγράψτε την
απάντησή σας.

4 Πειραµατιστείτε στο Matlab και καταγράψτε τα αποτελέσµατα των πιο σηµαντικών
πειραµάτων σας.

Ιδιοφιλτρα (Eigenfilters)
Ας ϑεωρήσουµε και πάλι το προσθετικό µοντέλο ϑορύβου της προηγούµενης παρα-

γράφου. Ας υποθέσουµε δηλαδή ότι το σήµα εισόδου u(n), είναι µία στάσιµη δεύτερης
τάξης µε την ευρεία έννοια διαδικασία, µε µέση τιµή µηδέν και µητρώο συνδιασπο-
ϱών C, στην οποία προστίθεται λευκός γκαουσιανός ϑόρυβος w(n) µε διασπορά σ2

w και
E{u(n)w(n)} = 0, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.

Σχήµα 3: Γραµµικό ϕιλτράρισµα για την αποµάκρυνση προσϑετικού λευκού ϑορύβου
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Η έξοδος του συστήµατος ϑα δίνεται από την ακόλουθη σχέση:

y(n) = h(n) ∗ x(n)

= h(n) ∗ u(n) + h(n) ∗ w(n)

και η µέση ισχύς της εξόδου είναι

P0 = hHCh

ενώ η µέση ισχύς του ϑορύβου είναι

N0 = σ2
WhHh = σ2

W ||h||22.

Θέλουµε να µεγιστοποιήσουµε το λόγο του σήµατος εξόδου προς το ϑόρυβο δηλαδή τον
λόγο:

SNR = P0/N0,

ή ισοδύναµα 1:

max
h

hhCh

σ2
whhh

. (6)

Σε αυτή την περίπτωση µπορεί να αποδειχθεί πολύ εύκολα ότι οι συντελεστές της κρου-
στικής απόκρισης του ϐέλτιστου ϕίλτρου είναι οι ακόλουθοι :

h∗ = qmax

όπου qmax το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στη µέγιστη ιδιοτιµή λmax.

Αποδειξη µε χρηση πολλαπλασιαστη Lagrange

Το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης (6) µπορούµε να το γράψουµε ισοδύναµα ως ακολού-
ϑως:

max
h

hhCh

µε συνθήκη: ||h||22 = 1. (7)

Ορίζοντας τώρα την ακόλουθη επαυξηµένη συνάρτηση κόστους :

L(h) = hhCh− λ(‖h‖22 − 1)

και µεγιστοποιώντας την ως προς τους συντελεστές της κρουστικής απόκρισης του ϕίλ-
τρου, καταλήγουµε στις ακόλουθες κανονικές εξισώσεις οι οποίες αποτελούν ένα πρό-
ϐληµα ιδιοτιµών:

Ch− λh = 0,

1 Ο λογος που υπεισέρχεται στο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης είναι γνωστός ως ¨λόγος του Rayleigh¨. Η
γενική µορφή του λόγου Rayleigh είναι η ακόλουθη:

R(h) =
hhAh

hhBh
,

όπου A, B ϑετικά ηµιορισµένα τετραγωνικά µητρώα.
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ή ισοδύναµα:
Ch = λh.

Από την παραπάνω σχέση είναι πολύ εύκολο να αποδείξουµε ότι η ϐέλτιστη λύση του
προβλήµατος ϐελτιστοποίησης (7), είναι το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην µέγιστη
ιδιοτιµή του µητρώουC και ότι ο πολλαπλασιαστής του Langrange ισούται µε τη µέγιστη
ιδιοτιµή του µητρώου.

Λογος Rayleigh - Βελτιστοποιηση µε Συνθηκες

Ας υποθέσουµε ότι οι ιδιοτιµές του µητρώου C που υπεισέρχεται στο λόγο του Ray-
leigh είναι ταξινοµηµένες κατά αύξουσα σειρά, δηλαδή:

λmin ≡ λ1, λ2, ..., λM ≡ λmax.

΄Οπως είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο, αν περιορίσουµε τον χώρο των λύσεων
στην υπερσφαίρα:

HM = {h ∈ RM : ||h||22 = 1},

ο λόγος του Rayleigh R(h) παίρνει τη µέγιστη τιµή του αν επιλέξουµε ως h το ιδιοδιά-
νυσµα qM που αντιστοιχεί στη µέγιστη ιδιοτιµή του µητρώου, δηλαδή:

λmax ≡ λM = max
h∈HM

R(h) ≡ R(qM )

qM = arg max
h∈HM

R(h).

Αντίστοιχα εύκολα µπορούµε να δούµε ότι ο παραπάνω λόγος παίρνει την ελάχιστη τιµή
που µπορεί να πάρει αν χρησιµοποιήσουµε το ιδιοδιάνυσµα q1, που αντιστοιχεί στην
ελάχιστη ιδιοτιµή, δηλαδή:

λmin ≡ λ1 = min
h∈HM

R(h) ≡ R(q1)

q1 = arg min
h∈HM

R(h).

Εποµένως, οι δύο ακραίες ιδιοτιµές αποτελούν την µέγιστη και ελάχιστη τιµή του λόγου
και προκύπτουν από τις λύσεις των αντίστοιχων προβληµάτων ϐελτιστοποίησης που ανα-
ϕέρθηκαν παραπάνω. Το ερώτηµα που τίθεται εδώ είναι αν µπορούν να προκύψουν και
οι υπόλοιπες ιδιοτιµές του µητρώου ως οι ϐέλτιστες τιµές προβληµάτων ϐελτιστοποίσης.
Η απάντηση, όπως ϑα δούµε στη συνέχεια, στο παραπάνω ερώτηµα είναι καταφατική.
Για το σκοπό αυτό, ϑα περιορίσουµε περαιτέρω το χώρο αναζήτησης των λύσεων, είτε
στους χώρους :

Vi
M−k+1 = {h ∈ HM καιQh

k−1h = 0}, i = 1, · · · ,

(
M

M − k + 1

)
, k = 2, 3, · · · , M−1,

είτε :

Vk = {h ∈ HM και Qh
M−kh = 0}, i = 1, · · · ,

(
M

k − 1

)
, k = 2, 3, · · · , M − 1
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όπου Ql το µητρώο που προκύπτει από το µητρώο Q αν κρατήσουµε l από τιςM στήλες

του και

(
n

m

)
είναι οι συνδυασµοί των n ανά m. Θα πρέπει να τονίσουµε εδώ ότι,

όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε από τις παραπάνω σχέσεις, για κάθε τιµή του k, το
πλήθος, για παράδειγµα των διαφορετικών χώρων Vi

k που µπορούµε να ορίσουµε από

τις παραπάνω σχέσεις είναι

(
M

k − 1

)
.

Τότε, η k−στη ιδιοτιµή του µητρώου Q µπορεί να χαρακτηριστεί ως η ϐέλτιστη τιµή των
ακόλουθων προβληµάτων ϐελτιστοποίησης :

λk = max
VM−k+1

min
h
R(h)

είτε :
λk = min

Vk
max
h
R(h).

Αναλυση Κυριων Συνιστωσων-PCA
΄Εστω η διανυσµατική µεταβλητή h ∈ CM και X ∈ CN×M ένα µητρώο τυχαίων

µεταβλητών. Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω ποσότητες ορίζουµε την διανυσµατική
τυχαία µεταβλητή Y = Xh. Ο πίνακας συνδιασπορών του Y δίνεται από την ακόλουθη
σχέση:

CY = E{(Y − E{Y})(Y − E{Y})h}

= E{(X − E{X})hhh(X − E{X})h}

και
tr{CY} = hhE{(X − E{X})h(X − E{X})}h = hhGXh

όπου GX = E{(X − E{X})h(X − E{X})} 2

Γενικευµενο Κριτηριο ∆ιασπορας

Αν J(h) = tr{CY} = hhGXh στόχος µας είναι να λύσουµε το ακόλουθο πρόβληµα
ϐελτιστοποίησης :

max
h∈HM

J(h)

Η λύση του παραπάνω προβλήµατος, όπως είδαµε σε προηγούµενη παράγραφο, είναι
το ιδιοδιάνυσµα του µητρώου GX που αντιστοιχεί στη µέγιστη ιδιοτιµή.

2Στην πράξη, ποτέ δεν µπορούµε να υπολογίσουµε το ντετερµινιστικό µητρώο GX . Αντί αυτού στην πράξη
χρησιµοποιούµε το ακόλουθο δειγµατικό µητρώο:

ḠX =
1

K

K∑
k=1

(Xk − X̄)t(Xk − X̄)

όπου X̄ = 1
K

∑K
k=1 Xk η δειγµατική µέση εικόνα.
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Σε περίπτωση που χρειαζόµαστε περισσότερες από µία συνιστώσες τότε, για d συνιστώσες
ϑέλουµε να επιλύσουµε το ακόλουθο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης :

max
h∈HM , d

J(h) µε συνθήκες hh
i hj = 0 , i, j = 1, 2, ..., d , i 6= j

και η λύση είναι τα d ιδιοδιανύσµατα h1, h2, · · · ,hd που αντιστοιχούν στις d µεγαλύ-
τερες ιδιοτιµές του µητρώου GX 3.

Η PCA έφαρµόζεται σε πολλά και διαφορετικά προβλήµατα της επεξεργασίας σηµάτων.
Στις παράγραφους που ακολουθούν ϑα δούµε πώς εφαρµόζεται η PCA στην Κατηγοριο-
ποίηση και Ανακατασκεύη εικόνων.

• Εξαγωγη Χαρακτηριστικων

Ας ϑεωρήσουµε ότιA = V ΣUT είναι η αποσύνθεση ιδιαζουσών τιµών του µητρώου
A, που ας ϑεωρήσουµε ότι είναι µία εικόνα. ΄Εχουµε τότε :

yk = Axk , k = 1, 2, ..., d

όπου τα yk είναι οι κύριες συνιστώσες (διανύσµατα) της εικόνας A. ∆ηµιουργούµε
το B ∈ CN×d , B = [y1 y2 ...yd] που είναι το µητρώο χαρακτηριστικών (feature
matrix) ή εικόνα χαρακτηριστικών (feature image) της εικόνας A.

• Κατηγοριοποιηση

Η απόσταση µεταξύ δύο µητρώων χαρακτηριστικώνBi, Bj ορίζεται ως ακολούθως:

d(Bi, Bj) =

d∑
k=1

||y(i)
k − y

(j)
k ||

2
2

΄Εστω B1, B2, ..., BK τα µητρώα χαρακτηριστικών του συνόλου εκπαίδευσης και
Ck η κατηγορία ανάθεσης. Για να προσδιορίσουµε σε ποιά κατηγορία ανήκει ένα
δείγµα B, αν :

d(B,Bl) = min
j
d(Bj , Bl)

και Bl ∈ Ck τότε η τελική απόφαση είναι ότι B ∈ Ck.

• Ανακατασκευη

Αν B = [y1 y2 ...yd] και U = [x1 x2 ...xd] τότε, B = AU και ας ορίσουµε το

3Εναλλακτικά µπορούµε να πούµε ότι στόχος είναι να ελαχιστοποιήσουµε την ακόλουθη συνάρτηση κό-
στους :

EPCA(B) =

d∑
i=1

‖xi −BBhxi‖22

που εκφράζει το σφάλµα ανακατασκευής του X, ενώ ο B είναι ο πίνακας που περιέχει τα ιδιοδιανύσµατα του
X.
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ακόλουθο µητρώο:

Â = BUh =

d∑
k=1

ykxh
k =

d∑
k=1

Ak.

Το µητρώο Â ϑα είναι η d τάξης ανακατασκευή της εικόνας A.

∆ιαδικασια
Σκοπός της άσκησης είναι η χρήση των τεχνικών:

• Αποσύνθεσης Ιδιαζουσών Τιµών (Singular Value Decomposition (SVD)) και

• Ανάλυσης Κύριων Συνιστωσών (Principal Component Analysis (PCA)).

που είναι πολύ γνωστές τεχνικές αποσύνθεσης µητρώων από το µάθηµα της Γραµµικής
΄Αλγεβρας και χρησιµοποιούνται στην επεξεργασία σηµάτων.

Στην συγκεκριµένη άσκηση οι παραπάνω τεχνικές ϑα εφαρµοστούν για την εξαγωγή
του ϕόντου από τα πλαίσια (frames) µίας ακολουθίας εικόνων (video). Συγκεκριµένα
ϑα δοθούν τρία αρχεία mat (αρχεία που περιέχουν δεδοµένα για να επεξεργαστείτε στην
Matlab) που περιέχουν τρεις (3) διαφορετικές σκηνές που διαπραγµατεύονται διαφορε-
τικά πρακτικά προβλήµατα.

Για την εφαρµογή των παραπάνω τεχνικών ϑα πρέπει να αλλάξει η αναπαράσταση
των δεδοµένων ώστε να περιγράφονται από ένα µητρώο που ϑα έχει ως γραµµές του
τα εικονοστοιχεία ενός πλαισίου της ακολουθίας. ΄Εστω X το µητρώο διαστάσεων T ×
N που αναπαριστά ολόκληρη την ακολουθία εικόνων, όπου N είναι ο αριθµός των
εικονοστοιχείων ενός πλαισίου και T ο αριθµός των πλαισίων που ϑα επεξεργαστούµε.

1 Η SVD του µητρώου XT εκφράζεται ως :

XT = UΣVT

όπου U είναι ένα N ×N µητρώο, το Σ είναι ένα N × T ϑετικό διαγώνιο µητρώο
που περιέχει τις ιδιάζουσες τιµές του µητρώου και το V είναι ένα T × T µητρώο.

2 Εφαρµόστε SVD στα πρώτα 800 πλαίσια των τριών σκηνών και κρατώντας τις πρώ-
τες 10 ιδιάζουσες τιµές µηδενίζοντας τις υπόλοιπες ανακτήστε την ακολουθία.

1. Τι παρατηρείτε ότι έχει αλλάξει στη σκηνή;

2. Η συµπεριφορά στα τρία ϐίντεο είναι η ίδια; Αν όχι καταγράψτε τις διαφορές.

3 Επαναλάβατε το προηγούµενο ϐήµα και κρατήστε µόνο τις πρώτες 3 ιδιάζουσες
τιµές.

4 Επαναλάβατε τα προηγούµενα δύο ϐήµατα αλλά αυτή τη ϕορά να γίνετε η επε-
ξεργασία κατά ορµαθούς των 100 πλαισίων. Καταγράψετε όλες τις διαφορές που
παρατηρείτε.
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5 Για να µπορέσετε να χρησιµοποιήσετε την τεχνική της ανάλυσης κύριων συνιστω-
σών, αφαιρέστε την αριθµητική µέση τιµή από κάθε στήλη του µητρώου X. Ας
συµβολίσουµε µε Xo το µητρώο που προέκυψε µετά την εφαρµογή της παραπάνω
διαδικασίας.

6 Για να υπολογίσουµε την Ανάλυση Κύριων Συνιστωσών του µητρώου, δηµιουρ-
γούµε το µητρώο XT

o Xo µεγέθους N × N και κάνουµε Αποσύνθεση Ιδιαζουσών
Τιµών.

7 Ακολουθώντας τα παραπάνω, επαναλάβετε όλα τα παραπάνω ερωτήµατα, εφαρµό-
Ϲοντας τώρα αντί της SVD PCA και καταγράψτε τα συµπεράσµατά σας.

Για τον υπολογισµό της SVD να χρησιµοποιήσετε την οµώνυµη συνάρτηση της Matlab.
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Ιδιοπροσωπα-(Eigenfaces)
΄Εστω c ένα διάνυσµα διάστασης NM × 1 που έχει προκύψει από µια N × M

εικόνα I. Θέλουµε να αναπαραστήσουµε το διάνυσµα c σε χώρο µικρότερης διάστασης.
Συγκεκριµένα αν:

v = c−mc

µε mc να παριστά την ¨µέση εικόνα¨ τότε, το παραπάνω διάνυσµα αποκλίσεων µπορεί
να εκφραστεί ως ακολούθως:

v =

k∑
i=1

αiqi k � NM

όπου αi, qi, i = 1, 2, · · · , k κατάλληλες ϐαθµωτές και κατάλληλα ορθοκανονικά δια-
νύσµατα τα οποία ϑα ορίσουµε στη συνέχεια.

∆ιαδικασια Εκπαιδευσης

1. ΄Εστω I1, I2, ..., IK οι εικόνες που ϑα χρησιµοποιήσουµε στη ϕάση εκπαίδευσης
του συστήµατος. Οι εικόνες αυτές ϑα πρέπει να έχουν κοινό κέντρο και το ίδιο
µέγεθος.

2. Αναπαριστούµε την κάθε εικόνα ως ένα διάνυσµα ci

3. Υπολογίζουµε τη µέση εικόνα

cm =
1

K

K∑
i=1

ci

4. Αφαιρούµε από κάθε διάνυσµα τη µέση εικόνα:

vi = ci − cm.

5. Υπολογίζουµε το ακόλουθο NM ×NM µητρώο συνδιασπορών:

C =
1

K

K∑
i=1

viv
t
i = V V T

όπου V = [v1 v2 ...vK ].

6. Θέλουµε τώρα να υπολογίσουµε τα ιδιοδιανύσµατα qi i = 1, 2, ..., NM του C.
΄Οµως ο πίνακας C είναι πολύ µεγάλος και ο απευθείας υπολογισµός των ιδιοδια-
νυσµάτων του έχει πολύ µεγάλη πολυπλοκότητα.
Αντί αυτού, ϑεωρούµε το K × K µητρώο C̄ = V TV και υπολογίζουµε τα ιδιο-
διανύσµατά του pi. Εύκολα µπορούµε να αποδείξουµε (δείξτε το) ότι ο C και ο
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CM έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές, ενώ οποιοδήποτε από τα K ιδιοδιανύσµατα qi, i =

1, 2, · · · ,K του C προκύπτει από το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα pi, i = 1, 2, · · · ,K
του C̄ ως:

qi =
1

λi
V pi, i = 1, 2, · · · ,K.

7. ∆ιατηρούµε τα k (k ≤ K) ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις k µεγαλύτερες
ιδιοτιµές, τα οποία ονοµάζονται ιδιοπρόσωπα, και δηµιουργούµε το ακόλουθο
NM × k µητρώο:

Qk = [q1 q2 · · ·qk], k ≤ K.

8. Χρησιµοποιώντας αυτό το µητρώο, µπορούµε τώρα να εκφράσουµε σε συµπιεσµέ-
νη µορφή κάθε διάνυσµα αποκλίσεων vi, που καθένα σχετίζεται µε την αντίστοιχη
εικόνα ci, ως :

wi = QT
k vi, i = 1, 2, · · · ,K

όπου wi ένα διάνυσµα µήκους k που κάθε στοιχείο του εκφράζει (ισούται µε) την
προβολή της απόκλισης της εικόνας στο αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα του υπόχωρου
Rk του RNM .

Ερωτηση: Αν ϑεωρήσουµε ότι κάθε εικόνα είναι µεγέθους 512 × 512 και το
πλήθος των εικόνων που χρησιµοποιούµε κατά την διαδικασία της εκπάιδευσης
είναι 64, δώστε µία εκτίµηση του συντελεστή συµπίεσης των δεδοµένων σας.

Αναγνωριση µε χρηση Ιδιοπροσωπων
Για µια εικόνα c, σε διανυσµατική µορφή, που έχει κοινό κέντρο µε τις εικόνες του

συνόλου εκπαίδευσης, η διαδικασία αναγνώρισης είναι η ακόλουθη:

1. Υπολογίζουµε το v = c− cm

2. Το διάνυσµα αυτό το προβάλουµε στον υπόχωρο Rk, δηλαδή:

w = QT
k v

Είναι ϕανερό ότι το διάνυσµα:

v̂ = Qkw

εκφράζει την ανακατασκευή (προσέγγιση) του διανύσµατος v.

3. Υπολογίζουµε την απόσταση:

el? = min
l∈{1,2,··· ,K}

‖wl −w‖p (8)

όπου µε ‖·‖p συµβολίζουµε την lp στάθµη του ορίσµατος.
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Στους ταξινοµητές ελάχιστης απόστασης σηµαντικό ϱόλο έχει η επιλογή της συ-
νάρτησης απόστασης που ϑα χρησιµοποιήσουµε. Στις παραπάνω συναρτήσεις
απόστασης η Ευκλείδεια αντιστοιχεί στην επιλογή του p = 2.

Η εικόνα c ταξινοµείται ως η εικόνα cl? από το σύνολο εκπαίδευσης.

4. Υποθέστε ότι κανονικοποιούµε τα διανύσµατα wi, i = 1, 2, · · · , k 4, όπως και το
προς ταξινόµηση διάνυσµα w, και στη συνέχεια λύνουµε το πρόβληµα ϐελτιστο-
ποίησης (8). Αποδείξτε ότι αν δηµιουργήσουµε το K × k µητρώο:

W =


w̄t

1

w̄t
2

...
w̄t

K


το παραπάνω πρόβληµα ϐελτιστοποίησης, είναι ισοδύναµο µε το ακόλουθο:

ρl? = max
l∈{1,2,··· ,K}

p (9)

όπου το µήκους K διάνυσµα p ορίζεται ως ακολούθως:

p = W w̄.

∆ιαδικασια
Στο πλαίσιο της άσκησης αυτής ϑα χρησιµοποιήσετε µία ϐάση εικόνων που ϑα την

ϐρείτε στο συµπιεσµένο αρχείο eigenfaces.zip.

1. Αποσυµπιέστε το αρχείο.

2. Χρησιµοποιείστε τις εικόνες που υπάρχουν στον ϕάκελο training και ακολουθείστε
την διαδικασία εκπαίδευσης που περιγράψαµε σε προηγούµενη ενότητα, για την
εκπαίδευση του συστήµατος.

3. Χρησιµοποιείστε τις εικόνες που υπάρχουν στον ϕάκελο testing και ακολουθείστε
την διαδικασία αναγνώρισης που περιγράψαµε στην προηγούµενη ενότητα.

4. Χρησιµοποιείστε κατάλληλες ποσότητες από αυτές που ορίζονται στο σύνδεσµο
https : //en.wikipedia.org/wiki/Sensitivityandspecificity, για να καταγράψε-
τε την απόδοση των τεχνικών που εξετάσατε.

4Το κανονικοποιηµένο διάνυσµα x ϑα το συµβολίζουµε µε x̄.


